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　　摘要 　三商映射是完备映射和开映射的共同推广. 本文综述三商映射的理论 , 论述三

商映射 , 开映射 , 紧覆盖映射 , 诱导完备映射之间的一些转换关系 , 提出了几个供进一步研

究的问题.

　　关键词 　三商映射 ; 开映射 ; 紧覆盖映射 ; 诱导完备映射 ;C

⌒

ech 完备空间 ; Sieve 完备空

间 ; 单调 p 空间 ; Partition 完备空间

　　MR( 1991) 主题分类 　54C10 ; 54E50

1 　引言

众所周知 , 完备映射保持完备度量空间. 完备度量空间在开映射或紧覆盖映射下也

具有较好的行为. 例如 ,

定理 1 . 1[1 ] 　设 f : X →Y 是开映射. 若 X 是完备度量空间 , Y 是度量空间 , 那么 Y

是完备度量空间.

定理 1 . 2[2 ] 　设 f : X →Y 是紧覆盖映射. 若 X 是可分的完备度量空间 , Y 是度量空

间 , 那么 Y 是完备度量空间.

Michael[3 ]引进了三商映射 , 并且发表了系列论文以研究完备度量空间在三商映射

下的行为[4 - 9 ] , 提出了一些相关问题. 对这些问题的探讨构成了映射理论的热点[7 ] . 近

年来的研究表明三商映射具有开映射的许多优良性质且与紧覆盖映射、诱导完备映射密

切相关 , 在映射理论中独树一帜. 本文综述三商映射的理论及 Michael 问题的研究进展.

本文所有空间是 T2 的拓扑空间 , 映射指连续的满函数.

2 　完备性与完备映射、开映射

本节介绍拓扑空间中的一些完备性概念. 我们知道空间 X 是完备度量空间当且仅

当它是 C

⌒

ech 完备的度量空间[10 ] . 与 C

⌒

ech 完备性相关的完备性质有 Sieve 完备性[3 ]和

Partition 完备性[11 ] . 如果考虑覆盖族的单调性质 , Sieve 完备空间可重新定义为单调

C

⌒

ech 完备空间[12 ] , 相应地产生了单调 p 空间[12 ] . 它们之间的关系如下图 :
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C

⌒

ech 完备空间
φ γ

Sieve 完备空间 p 空间

　　

Ζ

Τ 　　　　　　

单调 C

⌒

ech 完备空间 ] 单调 p 空间

　　Τ
Partition 完备空间

　　定理 2 . 1[11 ] 　空间 X 是 Sieve 完备空间当且仅当 X 是 partition 完备的单调 p 空间.

定理 2 . 2[3 ,12 ] 　Sieve 完备的仿紧空间是 C

⌒

ech 完备空间.

定理 2 . 3[12 ] 　单调 p 的θ加细空间是 p 空间.

定理 2 . 4 　完备映射保持 C

⌒

ech 完备性[10 ] , Sieve 完备性[12 ] ,单调 p 性质[12 ]及 Parti2
tion 完备性[11 ] .

定理 2 . 5 　开映射保持 Sieve 完备性[3 ] , Partition 完备性[11 ] .

定理 2 . 6 　开映射不保持 C

⌒

ech 完备性[3 ] , 单调 p 性质[13 ] .

存在开的 Sieve 完备映射 f : X →Y 使得 X 是度量空间 , Y 是 Michael 直线. 这时 Y

不是单调 p 空间[13 ] .

3 　三商映射

定义 3 . 1[3 ] 　映射 f : X →Y 称为三商映射 , 如果对 X 的每一开集 U , 对应 Y 的开

集 U 3 满足 :

(a) U 3 < f ( U) ;

(b) X 3 = Y ;

(c) U < V ] U 3 < V 3 ;

(d) 若 y ∈V 3 且 W 是由 X 的开集组成的 f - 1 ( y) ∩U 的覆盖 , 则存在 W 的有限集

族 F 使得 y ∈( ∪ F) 3 .

　　三商映射与一些相关映射类之间的关系如下[3 ] :

完备映射 ] 诱导完备映射 ] 紧覆盖映射 ] 可数的紧覆盖映射

Τ 　　　　　　　　　

开映射 ] 三商映射 Ζ诱导三商映射 ] 双商映射.

下面是三商映射自身的一些运算性质.

性质 3 . 2[3 ] 　设 f : X →Y , g : Y →Z.

(a) 若 f , g 都是三商映射 , 则 gf 也是三商映射.

(b) 若 gf 是三商映射 , 则 g 也是三商映射.

性质 3 . 3[14 ] 　设 fα: Xα→Yα是三商映射 (α∈A ) ,那么Πα∈A fα:Πα∈A Xα→Πα∈A Yα

也是三商映射.

关于三商映射的一个基本的研究方向为[3 ] :既被完备映射保持又被开映射保持的拓

扑性质是否被三商映射保持 ? 当然 , 只有这种性质不被双商映射保持时才有特别的意

义. 事实上 , 主要讨论完备性在三商映射下的行为. 与定理 2. 5 平行的结果有 :
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定理 3 . 4 　三商映射保持 Sieve 完备性[3 ]、Partition 完备性[8 ] .

定理 3 . 5[13 ] 　双商映射不保持 Sieve 完备性、Partition 完备性.

4 　映射类之间的关系

本节论述三商映射、开映射、紧覆盖映射、诱导完备映射之间的一些转换关系. 为了简

洁起见 , 我们约定 : 设 P 是一拓扑性质 , 称映射 f : X →Y 是 P 映射 , 如果每一 f - 1 ( y)

是 X 的具有性质 P 的子空间. 本文常涉及的性质 P 有 : 紧性质、Lindelöf 性质、C

⌒

ech 完

备性质、Sieve 完备性质和完备度量性质. Michael 证明了

定理 4 . 1[3 ] 　设 f : X →Y , 如下条件之一蕴含 f 是三商映射 :

(a) X 是仿紧空间 , Y 是第一可数空间且 f 是闭映射.

(b) Y 是局部紧空间且 f 是紧覆盖映射.

(c) X 是正则空间 , Y 是第一可数空间且 f 是边缘 Lindelöf 的可数的紧覆盖映射.

怎样的开映射是诱导完备映射 ?较为经典的结果有

定理 4 . 2[15 ] 　设 f : X →Y 是开映射. 若 X 是 C

⌒

ech 完备空间 , Y 是仿紧空间 , 则 f

是诱导完备映射.

例 4 . 3 [16 ] 　存在开、紧、可数的紧覆盖映射 f : X →Y 使得 X 是 Partition 完备空间 ,

Y 是紧空间 , 但是 f 不是紧覆盖映射.

定理 4 . 4[17 ] 　设 f : X →Y 是开映射且每一 f - 1 ( y) 是完备的. 若 X 是度量空间 , Y

是仿紧空间 , 则 f 是诱导完备映射.

定理 4 . 5[4 ] 　设 f : X →Y 是开映射. 若 X 是度量空间 , Y 是可数的正则空间 , 则 f

是诱导完备映射.

怎样的三商映射是诱导完备映射 ?相关于定理 4. 4 和定理 4. 5 有下述两个问题.

问题 4 . 6[3 ] 　设 f : X →Y 是三商映射且每一 f - 1 ( y) 是完备的. 若 X 是度量空间 ,

Y 是仿紧空间 , f 是否是诱导完备映射 ?

问题 4 . 7[4 ] 　设 f : X →Y 是三商映射. 若 X 是度量空间 , Y 是可数的正则空间 , f

是否是诱导完备映射 ?

这两个问题的回答都是否定的.

例 4 . 8 [18 ] 　存在三商、紧、可数的紧覆盖映射 f : X →Y 使得 X 是σ紧的度量空间 ,

Y 是度量空间 , 但是 f 不是紧覆盖映射.

例 4 . 9 [19 ] 　存在三商映射 f : X →Y 使得 X 是可分度量空间 , Y 是可数的紧度量空

间 , 但是 f 不是紧覆盖映射.

例 4. 8 也否定了如下的 Michael 问题[4. 7 ] : 设 f : X →Y 是紧、可数的紧覆盖映射. 若

X 是可分的度量空间 , Y 是度量空间 , f 是否是紧覆盖映射 ?定理 4. 2 可以推广到三商

映射的情形. 但它不可以推广到双商映射的情形[3 ] .

定理 4 . 10 [16 ] 　设 f : X →Y 是三商映射 , X 是正则空间且 Y 是仿紧空间. 若存在

完备扩张 f + : X + →Y 使得 X 是 X +的 Wδ集 , 则 f 是诱导完备映射.

推论 4 . 11 [20 ] 　设 f : X →Y 是三商映射 , X 是正则空间且 Y 是仿紧空间. 若存在

完备扩张 f 3 : X 3 →Y 使得 X 是 X 3 的 Gδ集 , 则 f 是诱导完备映射.

推论 4 . 12 [3 ] 　设 f : X →Y 是三商映射. 若 X 是正则的 Sieve 完备空间 , Y 是仿紧
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空间 , 则 f 是诱导完备映射.

推论 4 . 13 [3 ,21 ] 　设 f : X →Y 是 Lindelöf 的紧覆盖映射. 若 X 是正则的 Sieve 完备

空间 , Y 是仿紧、第一可数空间 , 则 f 是诱导完备映射.

定理 4 . 14 [13 ] 　设 f : X →Y 是 Sieve 完备的三商映射. 若 X 是正则的单调 p 空间 ,

Y 是可数的正则空间 , 则 f 是诱导完备映射.

推论 4 . 15 [13 ] 　设 f : X →Y 是 Sieve 完备的三商映射 , 若 X 是正则的单调 p 空间 ,

Y 是正则空间 , 则 f 是可数的紧覆盖映射.

相关于定理 4. 14 , 我们提出下列问题.

问题 4 . 16 　设 f : X →Y 是紧的三商映射. 若 Y 是可数空间 , f 是否是诱导完备映

射 ?

怎样的紧覆盖映射是诱导完备映射 ?推论 4. 13 已给出它的一个解.

例 4 . 17 [3 ] 　(1) 存在紧覆盖的开映射 f : X →Y 使得 X , Y 都是可分的度量空间 ,

但是 f 不是诱导完备映射.

(2) 存在紧覆盖的双商映射 f : X →Y 使得 X 是完备度量空间 , Y 是可数的度量空

间 , 但是 f 不是诱导完备映射.

Michael 曾提出如下问题 :

问题 4 . 18 [4 ,7 ] 　设 f : X →Y 是紧覆盖映射. 若 X 是可分度量空间 , Y 是可数的度

量空间 , f 是否是诱导完备映射 ?

问题 4 . 19 [4 ,7 ] 　设 f : X →Y 是紧的紧覆盖映射. 若 X 是可分度量空间 , Y 是度量

空间 , f 是否是诱导完备映射 ?

问题 4. 18 已完满解决 , 而问题 4. 19 仅获得部分回答.

定理 4 . 20 [16 ] 　设 f : X →Y 是Lindelöf 的紧覆盖映射. 若 X 是度量空间 , Y 是可数

的度量空间 , 则 f 是诱导完备映射.

定理 4 . 21 [19 ] 　设 f : X →Y 是紧覆盖映射. 若 X 是可分度量空间 , Y 是σ紧的度

量空间 , 则 f 是诱导完备映射.

定理 4 . 22 [22 ] 　设 f : X →Y 是紧覆盖映射. 若 X 是可分度量空间 , Y 是第一纲的

度量空间 , 则 f 是诱导完备映射.

定理 4 . 23 [18 ] 　设 f : X →Y 是紧覆盖映射. 若 X 是 Borel 可分度量空间 , Y 是度量

空间 , 则在假设 ∑1
1 - determine 之下 , f 是诱导完备映射.

怎样的开映射是紧覆盖映射 ?

例 4 . 24 [23 ] 　存在紧的开映射 f : X →Y 使得 X 是仿紧空间 , Y 是紧空间 ,但是 f 不

是紧覆盖映射.

例 4 . 25 [17 ] 　存在完备度量的开映射 f : X →Y 使得 X 是可分度量空间 , Y 是单位

区间 , 但是 f 不是紧覆盖映射.

问题 4 . 26 [24 ] 　设 f : X →Y 是开映射. 若 X 是度量空间 , Y 是可数的度量空间 , f

是否是紧覆盖映射 ?

该问题的回答是肯定的.

定理 4 . 27 [23 ] 　设 f : X →Y 是开映射. 若 X 是度量空间 , Y 是可数空间 , 则 f 是

紧覆盖映射.

由例 4. 9 知上述定理中的开映射不可减弱为三商映射.

定理 4 . 28 [12 ] 　设 f : X →Y 是开映射. 若 X 是 Sieve 完备空间 , 或 X 是单调 p 空间
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且 f 是紧映射 , 则 f 是紧覆盖映射.

由例 4. 3 和例 4. 25 知上述定理中的 Sieve 完备性不可换为 Partition 完备性或单调 p

性质. 由例 4. 8 知对单调 p 空间的情形上述定理中的开映射不可减弱为三商映射.

推论 4 . 29 [25 ] 　设 f : X →Y 为开映射. 若 X 是 C

⌒

ech 完备空间 ,则 f 是紧覆盖映

射.

问题 4 . 30 　C

⌒

ech 完备空间上的三商映射是否是紧覆盖映射 ?

参考文献
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On Tri - quotient Maps

Lin Shou

( Dept . of M ath. , Ningde Teachers’College , Ningde , Fujian , 352100 , P. R . China)

Abstract 　Tri2quotient maps are a common generalization of perfect maps and open

maps. In this paper a survey on tri - quotient maps is given , some relations among tri - qui2
tient maps , open maps , compact - covering maps and inductively perfect maps are discussed ,

and several interesting questions are posed.

Key words 　t ri - quotient map ; open map ; compact - covering map ;inductively perfect

map ; C

⌒

ech - complete space ; sieve - complete space , monotone p - space , partition - com2
plete space
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