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摘 要 ：

一 致 空 间 的度 量化 问 题是
一

致 空 间 的基本 问 题 之 一 ， 其 主 要工具 是

度 量化 引 理 证 明在拓 扑空 间 的度 量化 问题 中起 主要 工具之 一 的 引 理 与

度量化 引 理 如 出
一

辙 ， 可将 它们 称 之为 度 量化 引 理
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；
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引言

作为
一种独立的结构 ，

一

致空间理论在
一

般拓扑学的发展 中起重要的作用 近年来
，

拟
一

致空间理论在拓扑代数 、 泛函分析等方向获得 了新的应用 无论是拓扑空间还是一

致空间 ， 都极度关注空间的度量化问题 如
， 著名的 度量化定理在一般

拓扑学的发展进程中产生过至关重要的作用 从覆盖列的观点 ， 最经典 、 最著名 的度量化

定理是如下的 度量化定理

定理 度量化定理
】

） 拓扑空间 可度量化当且仅当 是 的且存在

开覆盖序列 满足 ：

每
一 星加细

形成点 的邻域基

年 ， 和 曾给出过比定理 稍弱些的度量化定理 （
见 所

以有文献把上述定理称为 度量化定理 在
一

般拓扑空间上建立度量

化定理的困 难主要在于合适度量的构造和度量性的恰当分解 引理或 度量化引

理提供了构造度量的有效方法

映射 ：
— 称为对称的 ， 如果对于每

一

， 有 在

本文中
，
记

定理 引理 ！ 丨

） 设 （对称的 ） 映射 ：
叉 — 满足 ： 如果

则 那么存在 （对称的 ）
映射 ： — 满足 ：

对所有
，

，
，
有
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对于集合 ， 集合 △
： 称为 ： 的对角线 设 叉 称为

对称的 ， 如果 （ 则 （ ，

￡ 称为 △ 的对称域 ， 如果 △ 且 ￡ 是对称的 记

： 存在 使得

称为 的复合关系

定理 度量化引理 设 是积集 的对角线 △ 的对称域且

满足

〇 “

则存在集 上的伪度量 ：

—
， 使得

工
，

：

引理是证明拓扑空间度量化定理的关键 ， 度量化引理是证明一致空间度量

化定理的关键 本文首先给出两种 型的度量化引理
（
见定理 和定理 ， 主要

目 的在于说明 引理和 型的度量化引理本质上是等价的
（
见定理 和定理

因而这两条 引理可统
一称之为 度量化引理 在实际的应用过程中 可依据具体

条件分别选用 由此 ， 我们不仅可以按统一的观点来考量拓扑空间或一致空间的度量化定理 ，

同时为挖掘更具有
一

般性的广义度量性质提供了
一

条可供探索的途径

关于 度量化引理

度量化引 理的证明大都建立在较复杂的 归纳论证上
—

尽管 引理的证明

也是构造性的 ， 但其证明相对较简单
—

由 引理 ， 不仅可简化 度量化引理的

证明 ， 而且可导出下述更
一

般的 型度量化引理

定理 设 是积集 的 （对称的 ） 子集列且满足

则存在 （对称的 ）
映射 ：

—
， 使对所有 工

， 有

彡 “ ￡

证明 按下述方式定义 （对称的 ）
映射 ：

— 对于每
一

，

、

贝丨 的值型如 或 且 分

下面验证 满足定理 引理 ） 的条件 即

取最小 自然数 使得 则 于是 ￡ 从

而 因此

由定理 ， 存在 （对称的） 映射 ：
— 使得对 咖 ， 有

对于每
一

，
设 松 ： 彡 我们要证明
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， 等： 度量化引理

若 则 由 式的第二个不等式得

所以 另一方面 若 即
杆

’ 由 式的第
一

个不

等式得 所以

上述定理条件中的 集列 认 的复合关系较 度量化引理简单且不要求为对角线

的对称域 映射 ：
— 称为集 上的拟伪度量 （ ， 如果对

于 ￡
， 有 ， 拟伪度量生成集上的拟

一

致结构 （

⑷ 仿拓扑群
（

具有拟
一

致结构 】

由 于可数性的限制 ， 度量化 弓 丨理本质上只适用 于可度量的
一

致空间 对于未必可

度量化的一致空间 本文提 出下
一

形式的 度量化引理

定理 设 ￡ ￡ 是积集 的 （对称的 ） 子集族且满足

￡

则存在 （对称的 ）
映射 —

， 使对所有 ， 有

彡

证明 定义 （对称的 ）
映射 ：

叉 —
， 如下 ：

，

￡
朱

则对于每
一 及 由 的性质知 ，

下面验证 满足 引理 （定理 的条件
’ 设

’
取

使其满足 则 于是

所以 于是

由 引理 ， 存在 （
对称的 ） 映射 ：

— 使得对 ， 有

为 了完成此定理的证明 ， 还要证明 小 ： 彡 ￡

即 由 式的第
一

个不等式

得 ’ 所以 另
一

方面 ， 若 则 彡

由 ⑵ 式的第二个不等式得 ， 彡 所以 （ ， 因而 ，

关于 引理

引理的论证 一般通过 之求和的 下确界来构造 验证过程使用归纳法
！ 】

利用

定理 也可导出 引理 ，
过程较直接， 同 时亦说明 了这两个引理的等价性

定理 引理 〖 丨

）
设 （
对称的 ）

映射 ：
； ： — 满足 ：

， 若

￡ 则 那么存在 （对称的
）
映射 ：

— 满足 ：

对所有 ， 有
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证明 对于每
一

，
定义

： 彡

即 ￡ 彡

下面验证 （对称的 ） 子集族 满足定理 的条件 显然 ， 且

对于 〉 有 下面说明 ：

￡
。

￡
° 仏 则存在

， 使得 （
工 由 的定义可以知道 、 、 彡 彡

注意到 ， 文 证明了 ： 映射 ：
— 满足的条件 ：

等价于

彡

故 所以

由 定理 ， 存在 （对称的 ）
映射 — 使对所有 ， 有

￡
彡

最后 ， 要证明不等式 处 彡 成立 设 … 不妨设

先令 则 由 满足的条件 ， 彡

另
一

方面 如果 取 满足

￡

则 彡 由 满足的条件 ⑵ ， 从而 矛盾 故 ，
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等 度量化 引理

’
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